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Partea Il

Analiza raspunsurilor la treapta si impuls



Motivare

in general:

In anumite cazuri un model simplu de ordinul 1 sau 2 este suficient;
analiza raspunsurilor la treapta si impuls este o metoda usoara de a
obtine astfel de modele.

Pentru studenti:
Metoda cea mai apropiata de cunostintele de la teoria sistemelor
= 0 tranzitie mai usoara catre alte metode.



Clasificare

Reamintim Taxonomia modelelor matematice din Partea I:
Dupa numarul de parametri:
@ Modele parametrice: au forma fixa (formuld matematica), numar
cunoscut si de obicei mic de parametri

@ Modele neparametrice: nu pot fi descrise cu un numar fix, mic de
parametri
Adesea reprezentate prin grafice sau tabele

Dupa cunostintele disponibile in avans (“culoare”):

@ Modele din principii de baza, cutie alba: complet cunoscute in
avans
@ Modele cutie neagra: complet necunoscute in avans

© Modele cutie gri: partial cunoscute



Clasificare (continuare)

La pasii la care studiem graficul in sine, raspunsurile la treapta si
impuls pot fi interpretate ca modele neparametrice: sunt functii de
timp continuu care, in general, nu pot fi reprezentate printr-un numar
finit de parametri.

Pe baza graficului insa, vom determina in final o functie de transfer —
un model parametric.

Model de tip cutie gri.

Studiul raspunsurilor la treapta si impuls se numeste analiza in
domeniul timp.



Continut

0 Recapitulare: Modele liniare in timp continuu

e Analiza raspunsului la treapta al sistemelor de ordinul 1
© Analiza raspunsului la treapta al sistemelor de ordinul 2
e Analiza raspunsului la impuls al sistemelor de ordinul 1

e Analiza raspunsului la impuls al sistemelor de ordinul 2



Modele liniare
©00

Definitie sistem liniar

Intrare u(t) . lesire y(t)
—> Sistem —

Un sistem este liniar daca satisface principiile de:

Superpozitie: Daca sistemul raspunde la intrarea u;(t) cu iesirea
y1(t); sila ua(t) cu yo(t); atunci la intrarea uq(t) + uo(f)
va raspunde cu iegirea yi(t) + ya(t).

Omogeneitate: Daca sistemul raspunde la intrarea u(t) cu iesirea
y(t); atunci la au(t) va raspunde cu ay(f).



Modele liniare
(o1 1]

Reprezentarea prin functii de transfer

Intrare U(s) H(s) lesire Y(s)

Functia de transfer este:

Y(S)  bmS™+ bm_18"" + ...+ bis+ by
Us) aps"+ap, 18" '+...+ais+a

H(s) =

IN
S

unde U(s) si Y(s) sunt, respectiv, transformatele Laplace ale
semnalelor de intrare si iesire in domeniul timp u(t), y(t).

Transformata Laplace a unui semnal f(t) este:

F(s) = L[f(1)] = /0  f(e st



Modele liniare
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Transformata Laplace: discutie

@ s se numeste argument complex (este un numar complex), iar
transformata Laplace efectueaza trecerea a unei functii din
domeniul timp t in domeniul complex s.

@ Avantajul este ca multe operatii aplicate uzual in inginerie
(derivare, integrare etc.) devin mult mai simple in domeniul s.



Continut

@ Analiza raspunsului la treapta al sistemelor de ordinul 1
@ Sisteme de ordinul 1
@ Raspuns la treapta. Determinarea parametrilor
@ Exemplu



Treapta ordinul 1
[ 1]

Sistem de ordinul 1: Exemplu

Sistemele de ordinul 1 sunt frecvent intalnite. Exemplu tipic: un
sistem termic.

Consideram un obiect la temperatura 6, (variabila de iesire) plasat
intr-un mediu la temperatura 6, (variabila de intrare). Avem:

O2(t) — 01(t)

Co1(t) = B

unde C este inertia termica si R este rezistenta termica.
Aplicam transformata Laplace de ambele parti ale ecuatiei:

©2(s) — ©1(s)

Cs04(s) = 5

obtinand functia de transfer:

H(s) =




Treapta ordinul 1
oe

Sistem de ordinul 1: Forma generala

unde:

@ K este factorul de proportionalitate (= 1 in exemplu)
@ T este constanta de timp (= CR in exemplu)



Treapta ordinul 1
©0000000

Continut

@ Analiza raspunsului la treapta al sistemelor de ordinul 1

@ Raspuns la treapta. Determinarea parametrilor



Treapta ordinul 1
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Semnalul treapta ideal

us(t)

~y

0 t<0
us(1) {1 >0



Raspunsul la treapta (indicial) de ordinul 1 ideal
y(t)

panta K/T

|
|
i
|
T 2T 3T 4T t

Rezolvand ecuatia diferentiala pentru y(t) (sau mai simplu: rezolvand
pentru Y(s) si aplicAnd transformata Laplace inversid £~1), obtinem:
y()=K(1— e

ducand la:
Jim y(t) = K(1 - 0) =K
= Ke oy Ko K
y(T)=K( —e ')~ 0.632K

si In mod similar pentru t = 27,3T,4T (vezi figura).



Treapta ordinul 1
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Determinarea parameterilor

Pana acum, totul cunoscut de la: ® TS, ® Modelarea proceselor.

Mai departe, consideram ca este dat raspunsul unui sistem real
necunoscut: acesta este modelul neparametric. Il vom folosi pentru a
gasi o functie de transfer aproximata (model parametric).

) panta K/T

Algoritm pentru identificarea sistemului
@ Citeste iesirea in regim stationar. Factorul de proportionalitate K
este egal cu aceasta iesire.

@ Gaseste valoarea timpului la care iesirea atinge 0.632 din
valoarea stationara. Aceasta este constanta de timp T.




Treapta ordinul 1
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Conditii initiale nenule

In practica, adeseori semnalul treapta ideal nu poate fi folosit, findca
sistemul trebuie mentinut Tn jurul unui punct de functionare
sigur/profitabil. Vom presupune ca inaintea experimentului sistemul
era in regim stationar la iesirea y; cu intrarea constanta up.

Realizarea practica a treptei este adesea un semnal rectangular ca in
figura. Raspunsul sistemului este asadar non-ideal.
u(t) 4

u

ss

Uo

Dar sistemul este liniar! Noua intrare este u(t) = up + (uss — Uo)us(t)
unde ug(t) este treapta ideala. Asadar, daca notam raspunsul la
treapta ideal cu ys(t), avem noua iesire:

y(t) = Yo + (Uss — Uo)ys(t)
adica o simpla translatare si scalare a semnalului ideal.



Treapta ordinul 1
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Conditii initiale nenule (continuare)

u(®) +

u

ss

Uo

Obtinem agadar:

Yss = Yo + (Uss - UO)K
Y(T) = yo +0.632(yss — yo)



Treapta aplicata la timp nenul

Timpul la care este aplicata treapta poate fi si el diferit de 0, o
problema rezolvata usor prin translatarea axei de timp. Astfel de
situatii pot aparea pentru oricare din raspunsurile la treapta si impuls
studiate in aceasta parte a cursului. Vom furniza procedura pentru

raspunsurile la treapta, dar nu pentru cele la impuls; procedura este
similara acolo.

u() ¥

u yss

ss

Uo

Yo




Treapta ordinul 1
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Algoritm general

u(t) y()

u yss ————————————

0.632(yosYo)

Yo

Algoritm general
@ Citeste wo, Yo, Uss, Vss, Valorile initiale si in regim stationar ale

intrarii si iesirii. Calculeaza | K = % L

@ Citeste timpul f, unde are loc treapta, si #; unde iesirea urca la
0.632 din diferenta. Calculeaza | T =t — o |




Treapta ordinul 1
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Continut

@ Analiza raspunsului la treapta al sistemelor de ordinul 1

@ Exemplu



Treapta ordinul 1
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Exemplu: Sistem termic

ut) = v

_—

y(t) =06

Consideram sistemul termic din figura (diferit de exemplul anterior).
Intrarea este voltajul V aplicat lampii, iar iegirea este temperatura 6
citita de un termocuplu montat pe spatele placii de otel.

Placa de otel




Treapta ordinul 1
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Sistem termic: Date experimentale

8 ] 1
. } | L
4 | 1
2 .
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t
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100 -~ / /
p— /
\\\,
50
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

t

Datele sunt obtinute din baza de date Daisy. Semnalele sunt in timp discret,
cu perioada de esantionare T, = 2's, dar pentru analiza in domeniul timp le
vom trata ca fiind in timp continuu.

De notat: prezenta zgomotului in date! Zgomotul apare aproape intotdeauna
in experimentele de identificare.

Vom folosi prima treapta pentru identificare, si restul pentru validare.



Treapta ordinul 1
[e]e]e] Yololele}

Perioada de esantionare

Definitie: Perioada de esantionare T; este intervalul de timp continuu
dintre doua momente succesive de esantionare (a semnalelor de
intrare, de iesire sau a altor semnale din sistem).

Nu confundati perioada de esantionare T, cu constanta de timp T
fnmultita cu argumentul complex s!



Treapta ordinul 1
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Sistem termic: Model si parametri

> 160

Avem yss ~ 192° C, yp = 129° C. Intrarea ugs = 9V si stim din
experiment ca intrarea inifiala up = 6 V. Asadar:

o Yes—Yo 192129
USS_UO 9_6

Mai departe, y(T) = yo + 0.632(yss — yo) ~ 169, si identificand acest
punct pe grafic obtinem T = 60.



Treapta ordinul 1
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Sistem termic: Modelul ca functie de transfer

21
60

~

~ K 21
H(s) = = =
Ts+1 60s+1

i LV
I

—_~
%)
~—

Notatia ™ evidentiaza faptul ca parametrii, si asadar modelul, sunt o
aproximare.

Matlab: H = tf (num, den), cu polinoamele num (numarator) si
den (numitor) reprezentate prin vectori de coeficienti in ordinea
descrescatoare a puterilor lui s.

(De notat: Calculele sunt de fapt efectuate cu numere double in
Matlab, deci folosirea numerelor din prezentari va duce la rezultate
usor diferite. Aceasta observatie se aplica tuturor exemplelor.)
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Sistem termic: Validare

200

— System
180 Model
160
140 A
> / \\\
120 \
100
A}
80
60 \ . .
0 500 1000 1500

t

De notat ca o este necesara procedura speciala pentru a lua in
considerare conditia initiala nenuld; o vom detalia cand studiem
raspunsul la impuls.

Modelul nu este excelent — de ex. dinamica de racire este mai
inceatd decat cea de Tncalzire, deci in realitate sistemul nu este unul
simplu de ordinul 1.

Cu toate acestea, functia de transfer este suficienta pentru un prim
model aproximativ — utilizarea tipica a analizei in domeniul timp.



Treapta ordinul 1
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Sistem termic: Validare (continuare)

200
System
180 Model
160
140
> K

120 /
100

80

60

200 400 600 800 1000 1200
t

Eroarea medie patratica (MSE) pe datele de validare (de la treapta 2
incolo):

Z\—‘

N N
> € (k) > ¢ ~ 62.10

k=1 k=1

2\—‘

MSE are sens fiindca datele sunt de fapt esantionate in timp discret.



Continut

© Analiza raspunsului la treapta al sistemelor de ordinul 2
@ Sistem de ordinul 2

@ Raspuns la treapta. Determinarea parametrilor
@ Exemplu

@ Remarci aditionale



Treapta ordinul 2
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Sistem de ordinul 2: Exemplu

Sistemele de ordinul 2 sunt si ele adeseori intanite.

k

m

——x

Consideram o masa m atasata unui arc, careia ii aplicam o forta f
(intrarea) in directia opusa arcului. Masuram pozitia x a masei relativ
la pozitia de repaus a arcului (iesirea). Din legea a doua a lui Newton:

mx(t) = f(t) — kx(t)
unde k este constanta elastica a arcului.
Aplicand transformata Laplace de ambele parti:

ms?X(s) = F(s) — kX(s)

ducand la functia de transfer:




Treapta ordinul 2
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Sistem de ordinul 2: Forma generala

Kw?
HS) = —F"——
(s) 82 + 26wpS + w?

unde:

@ K este factorul de proportionalitate (= 1} in exemplu)
@ ¢ este factorul de amortizare (= 0 in exemplu)
@ wy, este pulsatia naturala (= y/k/m in exemplu)



Treapta ordinul 2
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Continut

© Analiza raspunsului la treapta al sistemelor de ordinul 2

@ Raspuns la treapta. Determinarea parametrilor



Treapta ordinul 2
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Forme tipice ale raspunsului la treapta de ordinul 2

Factorul de amortizare ¢ determina forma raspunsului.
& = 0, neamortizat

Amplitude

Tima (ear

¢ € (0,1), subamortizat; valori £ mai mici duc la oscilatii mai mari

©,=2,£=02 ©,=2,£=05

N

Amplitude
N
/
Amplitude

Tima (ear



Treapta ordinul 2
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Forme tipice (continuare)

& =1, critic amortizat

2,£=1.0
1 —
e
3 /
zi /
£, /
'J'/
o 6 3 10
¢ > 1, supraamortizat
2,£=2.0
///7
08 //
QE: 04 /’/
/
02

nnnnnnnnn



Treapta ordinul 2
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Raspuns la treapta de ordinul 2 subamortizat

Ne ocupam in principal de cazul subamortizat, £ € (0,1)
v+

Rezolvand pentru y(t) obtinem:

1

=K|1-
y(t) e

e~ “nt sin(wpy/1 — €2t 4 arccos €)




Caracteristicile raspunsului
¥

T
KM -5
K [ I
K(1-M) -
t L & t
. PURT _ 1 7&‘}”1‘ . _
Valoarea stationara: lim;_,., K |1 \/@e sin(...)| =K
Aflam maximele si minimele fixand derivata la zero:
. Ku)n to
y(t) = —2—e *“sin(wyy/1 — €21) =0
m
= Im= LN >0

wny/1 — €2

__ &
y(tn) = K[1 + (=1)™"M™], unde suprareglajul M = e Vi-&



Treapta ordinul 2
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Pornirea de la raspuns la treapta

Consideram acum ca este dat raspunsul unui sistem necunoscut.
y(t) +

Folosind elementele de mai sus, vom afla o functie de transfer
aproximata a sistemului.



Determinarea parametrilor

y(t)+
K(1+M) - -

Algoritm

@ Determina iesirea stationara y.s. Acesta este factorul de
proportionalitate K.

@ Determina suprareglajul M, (a) din primul maxim: M = %

sau (b) din raportul intre primul minim si maxim: M = Le=¥()

t —Jss
< i s log 1/M o
© Rezolva M =e Vi-¢, obtinand £ = e

© Citeste perioada de oscilatie, intre maxime succesive

To=t—t|= wﬂ\j;%g; sau To = 2(t — t;). Apoi
wp = To\;:l? , sau wy = £4/72 + log® 1/M.




Treapta ordinul 2
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Conditii initiale nenule

y(®) .
0 “
u |
(VYoM { |
uss L
Gyam { | !
U, o
Yo | _ i _ L _________________
’ t, ot t

t t

Ca si la ordinul 1: noua intrare este u(t) = uy + (uss — Up)us(t), iar
noua iesire este versiunea translatata si scalata a raspunsului ideal
ys(t): y(t) = yo + (uss — Uo)ys(t). Algoritm modificat:

@ Factor de proportionalitate | K = ==Y |

Uss—Uo

Q Suprareglaj (a) | M = L= | (trebuie scazut o), sau (o)

M= i(;){(yfi: (nici o schimbare aici).

&, To: la fel ca Tnainte.




Treapta ordinul 2
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Timp initial nenul

4 y(t)a .
wt) T f
(u) (VYoM { ;
vovom? {
U, !

T
1
1
1
1
I
L
]
L

~
S
ol
N
S+
~~

Ca si pentru ordinul 1, translatam axa orizontala cu timpul de start f
al treptei. Nu exista nici un impact asupra algoritmului, fiindca se
folosesc oricum timpi relativi pentru calculul perioadei de oscilatie.



Treapta ordinul 2
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Continut

© Analiza raspunsului la treapta al sistemelor de ordinul 2

@ Exemplu



Exemplu de ordinul 2

Datele sunt generate in simulare, 500 de esantioane cu perioada de
esantionare = 0.047.

4 } .
3 |
|
52 | L
J
‘ {
0 1 s
0 5 10 15 20 25
t
15
M\
W\
\ A
| | [Ny
> 05( \ N N
| \ N
0 AP
\/
V
05
5 10 15 20 25

De notat din nou zgomotul. De asemenea, conditiile initiale sunt nule
(Uo = yo = 0) dar treptele au valori nonstandard, diferite de 1.

Folosim prima treapta pentru identificare, si treptele 3-5 pentru
validare, (treapta 2 readuce sistemul in conditii nule).



Treapta ordinul 2
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Exemplu: Raspunsul la treapta pentru identificare

Cum iesirea este afectata de zgomot, vom determina valoarea sa
stationara prin efectuarea mediei catorva esantioane din regim
stationar, mai exact esantioanele de la 90 la 100, intre t; and ts:

100

’
Yos & 73 D oo ¥(K) = 1.00

Citim pe grafic: t ~ 0.65, & ~ 1.35, 3 = 1.96, y(#) ~ 1.37,
y(t:) ~ 0.86. De asemenea, Uss = 4.



Treapta ordinul 2
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Exemplu: Determinarea parametrilor

@ Factor de proporponalltate K= ==t = %= ~0.25.

—Uo Uss
—Yss _ Y(t)—VYss
© Suprareglaj M = yss s = Fh =2 ~ 0.36.
. _ log1/M ~
© Factor de amortizare ¢ = Wy 0.31.

© Perioada Ty = t3 — t; = 1.31, ducand la pulsatia naturala

_ 21 ~
wp = i 5.05.




Exemplu: Modelul ca functie de transfer

K=0.25
£€=0.31
@n=5.05
Aits) ff@% __ 6.38
§2 +2twp,s + 02 S°+3.09s +25.51
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Exemplu: Validare

1

System
08 Model
0.6
>

04
0.2

0

0 2 4 6 8 10 12

t

Calitatea modelului este foarte buna (ceea ce nu este surprinzator,
datele fiind generate in simulare).

Eroarea medie patratica (MSE):



Treapta ordinul 2
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Continut

© Analiza raspunsului la treapta al sistemelor de ordinul 2

@ Remarci aditionale



Treapta ordinul 2
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Alegerea ordinului

1st order

Amplitude

0 1‘ é 3 4 5
Time (sec) Chiar daca este critic sau
2nd order underdamped . o
supraamortizat, la t = 0 raspunsul

unui sistem de ordinul 2 va avea

i;; 1 ] derivata egala cu 0: va fi tangent
la axa timpului. In schimb, panta
% 1 2 3 4 5 tangentei este de K/ T pentru

Time (se0) sistemele de ordinul 1.

2nd order overdamped

Amplitude

05r

0 1 2 3 4 5
Time (sec)
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Timp mort

Raspunsul unui sistem de ordinul 1 sau 2 cu timp mort = are aceeasi
forma ca si mai sus, dar dupa ce intrarea se schimba, exista o
intarziere 7 Tnainte ca efectul sa se propage la iesire. A nu se
confunda cu timpul potential nenul f de aplicare a semnalului
treapta! Timpul mort 7 este intervalul de dupa f de care are nevoie
iesirea pentru a incepe sa reactioneze.

Y
u(t) « y(t)a v A

1
1
1
1
v
!

t t t O t

Timpul mort este reprezentat in functia de transfer dupa cum
urmeaza:

K Kw?
e, H)=——-—""""
Ts+1 ’ (s) 82 + 2¢wnS + wi

—ST

H(s) =

Valoarea lui 7 se citeste direct pe grafic.



Treapta ordinul 2
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Rezumat raspuns la treapta

@ Factor de proportionalitate K: diferenta dintre nivelurile la iesire /
diferenta dintre nivelurile la intrare.

@ Ordin 1: constanta de timp T gasita pe axa timp cand axa iesire
atinge 63.2% din diferenta.

@ Ordin 2: perioada Ty citita pe grafic, suprareglajul M calculat din
maxime si minime. Rezulta &, wp,.

@ Inspectie grafic + eroare medie patratica utilizata pentru
validarea modelelor.

@ Mediere esantioane pentru zgomot in valorile initiale / stationare.

@ Timpul initial diferit de zero si intarzierile tratate prin translatarea
corespunzatoare a valorilor de timp; intarziererea intra in functia
de transfer.



Continut

e Analiza raspunsului la impuls al sistemelor de ordinul 1
@ Semnal impuls. Relatia intre raspunsurile la treapta si impuls
@ Raspuns la impuls. Determinarea parametrilor
@ Exemplu



Impuls ordinul 1
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Intrarea impuls ideala

uj(t)

»

Impulsul ideal este functia delta a lui Dirac. O definitie informala:

=0
Ul(t):{go ;;«éO

cu o conditie suplimentara: ffzc u(t)dt =1.
(De fapt, impulsul ideal nu este o functie, ci 0 asa-numita distributie.)



Impuls ordinul 1
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Realizarea practica a impulsului

In realitate, evident nu putem crea semnale de amplitudine infinita.

Impulsul este asadar aproximat de catre un semnal rectangular:
Un(?)

/o

1 @
UIR(t)_{a re[0.0)

0 otherwise
unde a < (mult mai mic decat constantele de timp ale sistemului).
De notat ca dreptunghiul are aria 1, [*_ ur(t)dt = 1.

Aceasta aproximare introduce diferente (erori) fata de raspunsul real
la impuls, dar pentru o mic eroarea este acceptabila. Vom dezvolta
analiza in cazul ideal, dar exemplele folosesc realizarea practica.



Impuls ordinul 1
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O proprietate utila a raspunsului la impuls

in domeniul complex:
treapta Us(s) = 15, impulsul Ui(s) =1

Reamintim ca raspunsul in domeniul timp al unui sistem se poate
scrie: y(t) = L7 {Y(s)}, iar Y(s) = H(s)U(s).

Deci:
Ys(s) = ¢ H(s), ¥i(s) = s¥s(s)
t
ys() = [ nndr ()= (o)

Raspunsul la impuls este derivata raspunsului la treapta.
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Continut

@ Analiza raspunsului la impuls al sistemelor de ordinul 1

@ Raspuns la impuls. Determinarea parametrilor



Impuls ordinul 1
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Reamintim: Sistem de ordinul 1

unde:

@ K este factorul de proportionalitate
@ T este constanta de timp



Raspunsul la impuls de ordinul 1 ideal
y(®
KIT

0.368KIT

t

Folosind relatia cu raspunsul la treapta, si derivata acestui raspuns
pe care am calculat-o deja, avem direct raspunsul la impuls:

yi(t) = ge‘t”, t>0
K
yI(O) = T = Ymax
de unde rezulta: K
n(T) = 76_1 = Ymax€ ' ~ 0.368Ymax

De notat: y1(4T) = 0.0183ymax, i€sirea este aproximativ stationara
dupa 4T.
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Conditii initiale nenule

Vom presupune ca la Tnaintea experimentului sistemul era in regim
stationar cu iesirea yy si intrarea constanta wg.
U(t) y(t)A

Y0+0.368(VmaxYo)

A
difference = 0.368(Y,..-¥,) !
_____ Y T

3
Uy=Ugg Yo=Vss E
0 t T

Din liniaritatea sistemului, si intrarea fiind u(t) = uo + w(t), avem o
iesire translatata y(t) = yo + yi(f). Intrarea nu este scalata, fiindca
rezultatul nu ar mai fi un impuls aproximat (aria ar fi diferita de 1).

LK
Ymax = Yo T

Asadar, comportamentul este:
Y( T) =Yo+ 0-368(Ymax - YO)

De notat ca up = Ugs, Yo = Vss-
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Determinarea parametrilor

Consideram acum ca este dat raspunsul la impuls al unui sistem
necunoscut. Vom folosi acest raspuns pentru a gasi o functie de

transfer aproximata.
ut) v
Ymax|

Yo+0.368(VrmaxYo)

7y
difference = 0.368(Y/..-o) !
,,,,, 4 [
Up=Uss Yo~ Vss i
1 >

0 t T

o metoda robusta de a estima factorul de proportionalitate K.

Algoritm

@ Citeste iesirea stationara (sau initiald) yss = yo, la fel si intrarea

Uss = Up. ApOI, | K = Yss/Uss |-

@ Citeste ymax Si citeste constanta de timp T la momentul in care
iesirea descreste la | 0.368 din diferenta Ymax — ¥o |
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Determinarea parametrilor in conditii initiale nule

y(t)
KIT

0.368K/T

t

Putem estima factorul de proportionalitate folosind ymax = § darin

practica aceasta metoda nu este la fel de precisa, datorita zgomotului
si a caracterului non-ideal al impulsului.

Algoritm

@ Citeste ymax Si determina timpul la care iesirea descreste la
0.368 din ymax- Aceasta este constanta de timp T.

@ Calculeaza K = ymax T-
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Continut

@ Analiza raspunsului la impuls al sistemelor de ordinul 1

@ Exemplu
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Exemplu de ordinul 1

Date generate in simulare, 330 esantioane cu T; = 0.28 (30
esantioane partea stationara initiala, apoi cate 100 pentru fiecare
impuls). Impulsurile sunt realizate prin dreptunghiuri cu

a = Ty = 0.28 si amplitudine 1/a ~ 3.57.

5
4F
3k
El
2
1
0 L L

De notat zgomotul de masurare si conditiile initiale nenule.
Folosim primul impuls pentru identificare si celelalte pentru validare.
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Exemplu: Model si parametri

Folosim graficul pentru a estima functia de transfer. Avem

Ug = Ugs = 0.5.

Gasim iegirea stationara (egala cu cea initiala) efectuand media
catorva esantioane:

130
1
Yss = Yo = 11 _Z ~ 0.13
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Exemplu: Model si parametri (continuare)

0.2
Y
0.18
0.16
. 014 T yD+0'368(yma><-yD)
012 i i Yo Yes
| |
0'10 10 t 20 30
by

lesirea maxima este ymax =~ 0.19, atinsa la t; ~ 8.86. Valoarea
Yo + 0.368(¥max — Yo) =~ 0.15 este atinsa la t, ~ 12.60. Asadar:

@ K = yss/Uss ~ 0.25.
Q@ T=056L-14~392

De notat ca luam in considerare timpul nenul t; la care este aplicat
impulsul!
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Exemplu: Modelul ca functie de trannsfer

- X
I
o

I
w o
O N
N

e K 025
 Ts+1 392s+1

—~
()
~
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Exemplu: Validare

Comparam datele de la sistem cu raspunsul modelului la intrarea de
validare (impulsurile 2 si 3):

0.05

0 10 20 30 40 50
t
Simularea nu ia in considerare conditiile inifiale nenule ale sistemului,
si de aceea partea initiala are diferente mari.

functioneaza nu doar pentru impulsuri, ci pentru orice semnal de
intrare (treapta, etc.).
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Model in spatiul starilor pentru un sistem de ordinul n

Un model in spatiul starilor, in timp continuu, reprezinta un sistem
liniar sub forma: ]
x(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t)
unde:

@ x este vectorul de stare, x € R" cu n ordinul sistemului

@ u si y sunt intrarea si iesirea obisnuite. Pot fi vectori daca
sistemul are mai multe intrari sau iesiri, dar aici semnale scalare
sunt suficiente.

@ Matricile A de stare, B de intrare, C de iesire, D de transfer
direct. Acestea au dimensiunile potrivite, aici: A € R"*",
B € R™" (vector datorita intrarii scalare), C € R'*" (vector
datorita iegirii scalare), D € R (un scalar, de obicei 0).



Model in spatiul starilor pentru un sistem de ordinul 1

Pornind de la functia de transfer:

K Y(s)

H(s) = Ts+1 U(s)

si intorcandu-ne in domeniul timp, dinamica sistemului este:

—1

70 = 2yt + Su(r

Luand x = y (cum sistemul este de ordinul 1, o singura variabila de
stare este suficienta), putem scrie:

deci modelul in spatiul starilorare A= -3, B=X,C=1,D=0.



Impuls ordinul 1
00000000 e0

inapoi la exemplu: Model aproximat in spatiul starilor

X(t) = —=x(t) + Zu(t) = ~0.26x(1) + 0.06u(1)
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Exemplu: Validare din conditia inifiala corecta

Pentru a lua conditia inifiala in considerare, initializam x(0) = yy la
inceputul simularii.

0.22

System

02 Model

0.18
>

0.16
0.14
0.12

0 10 20 30 40 50

Eroarea medie patratica (MSE) pe datele de validare:

J=1> €*(k)~374-107°

k=1

=z =

N



Continut

e Analiza raspunsului la impuls al sistemelor de ordinul 2
@ Raspuns la impuls. Determinarea parametrilor
@ Exemplu

@ Remarci aditionale
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Reamintim: Sistem de ordinul 2

Kw?
Hs)= V—+"——
(s) §2 + 26wpS + w?

unde:

@ K este factorul de proportionalitate
@ ¢ este factorul de amortizare
@ wp, este pulsatia naturala
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Forme tipice ale raspunsului la impuls de ordinul 2

Ca si la treapta, factorul de amortizare £ determina forma raspunsului

& = 0, neamortizat

Amplitude

Tima (ear

¢ € (0,1), subamortizat — ne vom concentra pe acest caz

022,602 022,605

Amplitude
/
Amplitude
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Forme tipice (continuare)

& =1, critic amortizat

022,510
ow/’\\
06 |\
E- C4/ \\
03
o\ |
% I
¢ > 1, supraamortizat
022,220
04 \
i% 03 \\
£l N\
AN
o
1 \\\
0 |
0 2 4 6 8 10
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Raspunsul la impuls subamortizat

it

Folosind derivata raspunsului la treapta calculata mai sus, avem
raspunsul la impuls:

Kw, .
w(t) = me et gin(wpy/1 — €2t)

Observam deja ca perioada este neschimbata, deci
To = t3 — t1 = 2(f2 — t1).




Raspunsul la impuls subamortizat: arii

vt

t
Cum ys(t) = fot yi(7)d7, si reamintindu-ne valorile primului maxim si
minim din raspunsul /a treapta in functie de suprareglajul M:

fo,1 fo,2

A = yi(r)dr = ys(bo1) = K+ KM, A= — n(r)dr =
0 fo,1

= —[ys(to2) — ¥s(to1)] = —[K — KM? — (K + KM)] = KM? + KM



Raspunsul la impuls subamortizat: suprareglaj

()

Obtinem agadar:

A KM+ KM
A, K+KM



Raspunsul la impuls subamortizat: estimare arii

vt

Ariile sunt estimate numeric:

Ko,1

A= [0 -yt~ DY

- ko,z
A = / (Yo —y(t)dt|~ T. > (yo — y(k))
t0,1 k:koﬂ

unde Ko 1, ko2 sunt indicii esantioanelor corespunzand la t 1, ty 2.



Conditii initiale nenule: estimarea lui K

U(t)h y(t)

ducand la y(t) = yo + yi(t). De notat ca uy = Uss, Yo = Vss-

Din valorile stationare estimam factorul de proportionalitate: K = Z—z
Perioada Ty nu se schimba, dar ariile trebuiesc gasite relativ la
iesirea stationara:

lo,1
Ay = / (y(r) = yo)dr =K+ KM
0

fo,2 fo,2
A = —/ (y(7) = yo)dr = / (Yo —y(r))dr = KM? + KM

fo,1 fo,1



Determinarea parametrilor

Dat fiind raspunsul la impuls al unui sistem necunoscut:

Algoritm
@ Determina iesirea si intrarea stationara yss, Uss. Factorul de
proportionalitate este | K = 2= |.

Uss

@ Citeste valorile de timp unde y(t) intersecteaza yss: to.1, b 2,-
Calculeaza ariile A, = fO'“"(y(r) — Yo)dr,

A= t;"f(yo — y(7))dr. Gaseste suprareglajul | M = 2—; !
. _ log1/M
@ Factorul de amortizare este | £ = Tzt 177 |

© Citeste valorile de timp la maxime, t, f3, sau la maxim si minim

ti, . Calculeaza perioada | To = t3 — £ |, sau To = 2(k — t).
i 2o _ 2r _ 2 2 2
@ Pulsatia naturala: | w, = oW , sau wy = /7% +log™ 1/M.

De notat ca relatiile intre M, Ty, &, si wp, sunt valide in general, deci
pasii 3 si 5 folosesc aceleasi formule ca si pentru treapta.



Estimarea lui K in conditii initiale nule

0k

i
bof !

~v

A

vt
Rezolvam y(t) = 0 pentru a obtine t pentru primul maxim, si il
fnlocuim in y(t) pentru a obtine valoarea maxima in sine. Obtinem
dupa cateva calcule:

__ &arccos §

y(t1) = KWne AR

relafie ce poate fi folosita pentru a estima factorul de

proportionalitate: K = % Este nevoie de £ si wp, care pot fi
wpe V1-€2

calculate cu metodele de mai sus independent de conditia inifiala.

Din aceleasi motive ca la ordinul 1, aceasta metoda este mai putin
precisa decat determinarea lui K din valori stationare nenule.



Impuls ordinul 2
®000000000

Continut

e Analiza raspunsului la impuls al sistemelor de ordinul 2

@ Exemplu
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Exemplu de ordinul 2

Simulare, 330 de esantioane cu perioada de esantionare =~ 0.053.

masurare.

Vom folosi primul impuls pentru identificare si celelalte doua pentru
validare.
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Exemplu: Valori stationare si factor de
proportionalitate

14

12

1

0.8

06

0.4

02

0

0 1 2 3 4 5 6 7

Avem ug = Uss = 2.

Determinam iesirea stationara (egala cu cea initiald) prin efectuarea
mediei ultimelor 11 esantioane:

130

yo~— > y(k)

k=120
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Exemplu: Factor de amortizare

Citim 0 ~ 1.6, fp,1 = 2.3, lp 3 = 2.99. Trebuie {inut cont ca impulsul
este aplicat la timpul f o # 0. Reamintim — ariile sunt estimate

numeric:
fo,1 Ko, 1
Ay :/ (y(t) = yo)at|= T, > (y(K) — yo) |~ 0.34
fo,0 K=k o
fo‘g k0,2
A- :/t (yo—y()dt|~ T, > (vo—y(k))|=0.12
0.1 k=ko,1

unde ko o, Ko.1, ko 2 indicii esantioanelor corespunzand la o, fo.1, Iy 2.
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Exemplu: Factor de amortizare (continuare)

Din aceste arii, M = %= ~ 0.36, 8 § = ——_ ~ 0.31.

\/m2+log?1/M
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Exemplu: Perioada de oscilatie

Citim t; ~ 1.92 si t3 ~ 3.2, ducand la Ty = 1.28. De aici,
wp= —25 _ ~5.16.

Toy/1-€2



Exemplu: Modelul ca functie de transfer

K =0.25
£€=0.31
©n =5.16
Aits) ff@% __ 6.64
§2 +2twps + 02 S°+3.21s+26.68
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Model in spatiul starilor pentru un sistem de ordinul 2

Reamintim ca pentru a simula modelul din conditii nenule, avem

nevoie de un model in spatiul starilor x(t) = Ax(t) + Bu(t),

y(t) = Cx(t) + Du(t). Pornind de la H(s) si trecand in domeniul timp:
V(1) = —2€wny (1) — wiy(t) + Kwju(h)

Luand x; = y, xo = y (fiindca sistemul are ordinul 2), scriem:

5400) = |—2tumaty et + K300
S PR R BAPO
y(t)=x(t)=[1 0] K;Eg] +0u(t)

de unde se obtin imediat matricile A, B, C, D.
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napoi la exemplu: Model (aproximat) in spatiul starilor

x(1) = [—22.68 —31.22} x(0)+ [6.%4] u(t)

y(t)=[1 0] x(t) + Ou(t)

unde x este vectorul de stare, x(t) = K;Eg] .
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Exemplu: Validare

Pentru a porni din conditia initiala nenula, initializam
x1(0) = yo, x2(0) = 0 la inceputul simularii (pornim din regim
stationar, de aceea x2(0) = y(0) = 0).

1.4

12
1
0.8
>

06 \

04

02

0
0 2 4 6 8 10

k=1
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Continut

e Analiza raspunsului la impuls al sistemelor de ordinul 2

@ Remarci aditionale
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Timp mort

Ca si cel la treapta, raspunsul la impuls al unui sistem de ordinul 1
sau 2 cu timpul mort 7 are forma tipica, dar dupa schimbarea intrarii
(care poate surveni la fy # 0) exista o intarziere 7 pana cand efectul

se propaga la iesire. Valoarea lui T se citeste direct pe grafic.
ut) . y(t)a y(@t)

K Kw?
S) = 5 s o 3¢
S2 + 2€wpS + w?
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Rezumat raspuns la impuls

@ Raspuns la impuls = derivata raspunsului la treapta.
nenule, altfel din valoarea maxima.

@ Ordin 1: constanta de timp T gasita pe axa timp cand axa iegire
atinge 36.8% din diferenta.

@ Ordin 2: perioada Ty citita pe grafic, suprareglajul M calculat prin
integrare numerica. Rezulta &, wp,.
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